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Synopsis 
Gradients play an important role in optimization in both variational data assimilation　

and machine learning. Traditionally, adjoint models have been coded by hand for 
computational performance. However, recent advances in hardware and software now allow 
for the automated construction of adjoints using automatic differentiation (AD). This article 
describes the fundamentals of adjoints and AD. Using a simple nonlinear model as an 
example, we demonstrate how to systematically construct its adjoint. The Lagrange 
multiplier method is applied to derive the adjoint directly from the model’s code, a process 
analogous to how AD works with a computational graph. We also show that AD can be 
applied to a discontinuous model, a common feature in physics schemes with switches, 
such as convective parametrization. A clear understanding of adjoints and automatic 
differentiation is essential for the effective use of machine learning frameworks in data 
assimilation and machine learning. 
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1. はじめに 

　データ同化は，数値天気予報に不可欠な初期状態を
推定するために用いられる．最適な初期状態とは，過
去の初期状態から予報モデルを用いて求めた第一推定
値及び観測との乖離が最も少ないものを指す．最適値
の推定には，第一推定値及び観測の誤差共分散を考慮
し，誤差のより小さいものに大きな重みをつける
（Lorenc 1986）． 

　乖離の最小化には，数値最適化が用いられる
（Nocedal and Wright 2006）．大気や海洋モデルなど
の問題は大規模になるため，最適化を効率よく行うた
めに，共軛勾配法など勾配に基づく手法が用いられる
ことが多い（Navon and Legler 1991）．機械学習で
も，勾配に基づく数値最適化により，ニューラルネッ
トワークのパラメタ推定が行われる（Amari 1967, 

1993）．さらに勾配はハミルトニアン・モンテカルロ
（Hamiltonian Monte Carlo, HMC）法や変分推論など
ベイズ推定にも不可欠である（Baydin et al. 2018）． 

　変分法データ同化では，人間が書いた随伴モデルが

用いられてきた．随伴を自動生成する自動微分（Iri 

1984, 1991）は変分法が適用された頃から知られてお
り，随伴モデルの作成に利用されている．これまで使
われてきた自動微分は，モデルのソースコードから随
伴モデルのソースコードを作成する翻訳器である．翻
訳された随伴のソースは，通常は最終的に人間が確認
し手を加える．人間の介入が必要とされてきたのは，
正確性の確保と計算効率のためである． 
　一方機械学習においては，通常自動微分が用いら
れ，人間が介入することは稀である．近年の機械学習
の興隆により自動微分を含む機械学習フレームワーク
やライブラリが充実してきた．これらの自動微分は
ソース翻訳ではなく，後で述べるように計算グラフを
用いたものである． 
　本稿では，まず第2節で簡単に随伴について述べた
後，随伴モデルを直接モデルのコードから作成する方
法（Lawson et al. 1995）を示す．次に，第3節において
自動微分の特徴や仕組みについて述べる．さらに，第
4節で自動微分の適用例を示す．その中で自動微分が
積雲対流パラメタリゼーションなど，作動・不作動の
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スイッチがある物理過程に共通する不連続モデルにも
適用できることも示す．第5節に結語を述べる． 

2. 随伴モデル 

　この節では，Luchini and Bottaro (2014)に基づき随伴
法の背景について述べるとともに，具体的に随伴モデ
ルを構築する手順（Lawson et al. 1995）を示す． 

2.1 背景 
　随伴法はLagrange (1763)が一般微分方程式の階数を
下げるために考案し，流体の運動や弦の振動，衛星の
軌道計算に適用した．部分積分により得られた補助方
程式をéquation adjointeと呼んだ．補助方程式は元の方
程式の弱形式であり，有限要素法による数値解法にも
応用されている． 
　随伴方程式は内積が定義できるヒルベルト空間で定
義されることが多いが内積は必須ではない．ベクトル
空間のうち，内積を必要せず，より一般的なバナッハ
空間において，線型形式を用いて随伴方程式が定義で
きる． 
2.1.1 瞬時離散線型系 
　まず，随伴が行列の転置であることを確認するため
に，瞬時離散線型系 

 (1) 

を考える．ここで  は要素数 の実数または複素数
のベクトル，入力  は要素数  のベクトル，  は 

 の行列を表す．ここで注目する量，目的  は 

のスカラー線型函数で以下のように定義する． 

 (2) 

ここで， 

 (3) 

は随伴方程式である．式(3)を式(1)と比較すると，
の転置で表されており，目的  における の係数  は
随伴変数であることが分かる．また， 

 (4) 

は入力に対する目的の感度を表している． 
2.1.2 離散時間力学系 
　次に離散時間力学系 

 (5) 

を考える．  は時間ステップ  における要素数  の
ベクトル， は  の時間遷移行列である．目的を

 と表し式(5)を繰り返し用いることにより、 

 (6) 

が得られる。これは入力 の線型形式になっている．
随伴方程式は以下のように  から初めて時間逆
方向に進める． 

 (7) 

　式(7)の随伴方程式で初期感度  を計算すれば，異
なる初期条件に対する目的は式(6)の最右辺 

を計算することにより  の計算量で求めることが
できる．また，目的 

 (8) 

であることも分かる．この関係は，随伴モデルの確認
や感度解析（Fujii et al. 2008）に利用できる． 

2.1.3 連続時間力学系 
　本稿では詳細を省略するが，より一般的な線型力学
系や連続時間力学系 

 (9) 

についても同様に随伴方程式を求めることができる．
式(9)の随伴方程式は 

 (10) 

となる．このとき，初期及び終端条件 

 (11) 

であり，目的は 

 (12) 

とする．式(10)は式(9)に未知のベクトル函数 をか
けて部分積分することにより のない形にし式
(11)を適用すると，  の係数として式(10)が導かれる． 

　式(7)や(9)で表される随伴方程式は時間逆方向，す
なわち最終ステップ  または最終時刻  から随伴変
数  を積分することに注意する． 

2.1.4 非線型方程式の随伴 
　式(3)や(7)は，非線型方程式の接線型であるとみな
すこともできる．式(1)で表される線型系の出力に対す
る入力の微分は一定で行列の転置と結び付いている．
より一般的な非線型問題において，随伴は状態の函数
となり線型代数として解釈することできなくなるもの
の，その微分は意味を持つ． 
　式(5)を一般化した時間遷移方程式は 

 (13) 

で初期条件は ，目的は  で表される． 
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　目的  の初期状態  に関する微分は連鎖律を用い

て次のように表すことができる． 

 (14) 

ここで  は正方ヤコビ行列である．式(6)の

ように連続したヤコビ行列の積を左に結び付けること
により，逆向きの漸化式として随伴方程式 

 (15) 

が得られる．終端条件  から逆順に式(15)

を計算すると，  が得られる． 

2.2 随伴モデルの構築 
　随伴の作り方には、大別して二つの方法がある。 
1. 支配方程式系に随伴函数を掛けて、部分積分をし

て、随伴方程式を求めてから離散化して随伴モデ
ルを作る。 

2. 支配方程式系を離散化し、その接線型モデルを作
り、接線型モデルを元に随伴モデルを作成する。 

両者は同じ解に収束すると考えられるが，離散化誤差
は同じではない．弱い意味での（積分値としての）収
束であり，各点での勾配は異なる可能性があるため，
境界付近では特に注意が必要である． 
　前者の方法では離散化したモデルが厳密に対応しな
い可能性がある．後者の方法は式(14)のヤコビ行列を
明示的に求めて転置するのは非効率であり，大規模問
題ではメモリの制約からヤコビ行列を扱うことが事実
上できない．仮に扱えたとしても，ヤコビ行列の積の
計算量は膨大となる． 
2.2.1 未定乗数法による随伴の導出 
　式(15)を素朴に適用する代わりに，ここでは，離散
化された順行モデルのプログラムの各行から随伴モデ
ルを作成する．随伴方程式と随伴変数は，ラグラン
ジュの未定乗数法を用いて導出する点は，前者の方法
に類似しているが，後者の方法とは異なり，接線型モ
デルを経ずに直接随伴を作成する． 

　初期値やパラメタなど制御変数を  

とし，時間ステップ  における状態変数の一つを 
 で表す．目的は制御変数と状態に依存

するものとし  で表す． 

　次の状態がその一つ前の時間ステップのみに依存す
るとし，モデルを で表すと，順行計算は次

のように表される． 

 (16) 

　未定乗数を  とするとラグランジュ函数は 

 (17) 

ラグランジュ函数の鞍点では，  の微分が同時に0に
なる．  から支配方程式(16)が得ら

れる．一方，  から随伴方程式 

 (18) 

が得られ，状態の随伴変数を表す未定乗数が求まる．
さらに，  から目的の制御変数に対する微分 

 (19) 

を計算することができる．式(19)は，モデルの制御変
数についての微分に式(18)で求めた各時間ステップで
の未定乗数を掛けたものの総和が，目的の制御変数に
ついての微分を表すことを示している． 
　順行方程式のコードから随伴を作成する場合，式
(18)及び(19)にはラグランジュ函数は現れないので，
式(17)のラグランジュ函数を明示的に作る必要はな
い．具体的な手順は次のとおりである． 
¥ 随伴変数は0に初期化する． 

• 時間を逆行するので，コードを逆順に辿り，ルー
プは逆順に回す． 

• モデルの状態についての微分を計算し，一つ前の
ステップの未定乗数を掛ける（式(18)の二番目の
式の右辺第2項）．観測があるステップでは，目
的が状態に依存するので，目的の状態についての
微分を加える（同第1項）． 

• モデルの制御変数についての微分を計算し，その
ステップの未定乗数を掛けて和をとることで，制
御変数の随伴を計算する（式(19)）． 

2.2.2 簡単な非線型モデルの随伴の例 
　随伴の例として，Lorenz (1963)モデル 

 (20) 

の随伴を示す．時間にEuler法を用いると，式(20)は
List. 1に示すように離散化される． 
　上述の手順に従って，このコードの随伴を作ると
List. 2のようになる．例えば，List. 1の3行目を b で

偏微分したものに，左辺の変数の随伴 az[n + 1] 
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を乗じたものを足し込んでパラメタ  の随伴 ab （随

伴変数には a をつけている）が得られる．状態変数 

z の随伴 az も同様にList. 1の3行目を z[n] で偏微

分したものに az[n + 1] を乗じて足し込むことに

より az[n] が得られる． 
　さらに整理したものをList. 3に示す．状態の随伴変
数の dt が掛かった項を取り出すと 

 (21) 

となる．式(21)の右辺は，式(20)を線型化し行列で表
したものを転置したものと一致している． 
　List. 1は冗長であるが，順行モデルから直接機械的
に生成できる．この手順は，自動微分が計算グラフを
用いて行なっていることと類似している． 
　List 2を用いた初期状態及びパラメタ推定とList. 3つ
まり式(21)に基づく初期状態の推定結果は，第3節に

述べる自動微分の比較対象として，第4.2節に示す． 

3. 自動微分 

　この節では，まず微分を計算する様々な方法につい
て述べ，自動微分の利点を明らかにする．次に自動微
分の種類と計算グラフを用いた自動微分の仕組みにつ
いて述べる． 

3.1 微分の計算方法 
　微分の計算方法は四つに分類できる（Margossian et 

al. 2019） 

1. 解析的微分: 人間が予め解析的に計算する．厳密
で最も高速であるが，導出とコード化に時間を要
し誤りやすい． 

2. 差分: コード化は容易だが，浮動小数点数誤差の
影響を受け，自由度の数だけ評価が必要で大規模
問題では低速． 

3. 記号微分: 厳密だが，メモリ集約的で低速． 

β

−
d
dt

·Xa
·Y a
·Za

=
−σ r − Z Y
σ −1 X
0 −X −β

x[n + 1] <-- x[n] + dt * s * (-x[n] + y[n]) 
y[n + 1] <-- y[n] + dt * (-x[n] * z[n] + r * x[n] - y[n]) 
z[n + 1] <-- z[n] + dt * (x[n] * y[n] - b * z[n]) 

List. 1 Lorenz (1963) model discretized in time using the Euler method in the R language.

ab <-- ab - dt * z[n] * az[n + 1] 
az[n] <-- az[n] + (1 - dt * b) * az[n + 1] 
ay[n] <-- ay[n] + dt * x[n] * az[n + 1] 
ax[n] <-- ax[n] + dt * y[n] * az[n + 1] 
ar <-- ar + dt * x[n] * ay[n + 1] 
az[n] <-- az[n] - dt * x[n] * ay[n + 1] 
ay[n] <-- ay[n] + (1 - dt) * ay[n + 1] 
ax[n] <-- ax[n] + dt * (-z[n] + r) * ay[n + 1] 
as <-- as + dt * (-x[n] + y[n]) * ax[n + 1] 
ay[n] <-- ay[n] + s * dt * ax[n + 1] 
ax[n] <-- ax[n] + (1 - s * dt) * ax[n + 1] 

List.2 Adjoint of List. 1 without the gradient from innovation.

ar <-- ar + dt * x[n] * ay[n + 1] 
as <-- as + dt * (-x[n] + y[n]) * ax[n + 1] 
ab <-- ab - dt * z[n] * az[n + 1] 
ax[n] <-- (1 - s * dt) * ax[n + 1] + dt * (-z[n] + r) * ay[n + 1] 
                                  + dt * y[n] * az[n + 1] 
ay[n] <-- s * dt * ax[n + 1] + (1 - dt) * ay[n + 1] + dt * x[n] * 
az[n + 1] 
az[n] <-- -dt * x[n] * ay[n + 1] + (1 - dt * b) * az[n + 1] 

List.3 As in List. 2 but for the refactored version.
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4. 自動微分: （機械精度の範囲で）厳密で速度は解
析的微分に匹敵しうる．実装に注意が必要だが，
既に良いパッケージが複数存在する． 

3.2 複素ステップ微分 
　上記の微分の計算方法2に示したように，実函数 
の中央差分 

 (22) 

はステップ幅  が小さいほど正確に求められるが，あ
まり小さくしすぎると浮動小数点数誤差の影響を受け
る．一方 虚部に摂動を与えてテーラー展開 

 (23) 

すると，虚部から微分が の精度で計算できる
（Lyness 1967, Lyness and Moler 1967, Squire and Trapp 

1998）． 

 (24) 

RやPythonのような言語では，函数を書き換えること
なく，虚数の摂動を与えて式(24)を計算するだけで高
精度で微分が得られる．FortranやCなど強い型付け言

語でも変数を複素数に書き換える必要があるが，比較
的簡単な変更で済む．なお，複素数に対しては式(24)

は成り立たないが，実部と虚部をそれぞれ複素数とす
ることによりスペクトルモデルに適用できるようにす
る拡張が提案されている（Cerv iño and Bewley 

2003）． 

　例として，Fig. 1に の における微
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blue dot indicates the MLEF analysis using CSDA 
derivatives and the red + is the analytic solution. 
The donut-shaped area spanned by the two circles 
indicate the wind speed with one standard 
deviation. The Gauss–Newton optimization is 
used with tolerance of .

m s−1

10−4
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分を差分（ F D）と複素ステップ微分（C S D A : 

complex step derivative approximation）を用いて，数値
的に求めた結果を比較する (Squire and Trapp 1998)．
FDの相対誤差は，丸め誤差と切断誤差がバランスす
る最適値 

 (25) 

程度まで減少する．ここで は相対精度で倍精度では
，である．この例

で見積ると， となるが，既に

では誤差は増大に転じている． 

　複素ステップ微分を使って，Rosenbrock函数を最適
化した例をFig. 2に示す．Gauss–Newton法を用いる
と，解析的に求めた微分をCSDAに置き換えても2ス
テップで収束する (Enomoto and Nakashita 2024)．風速
の同化でも2ステップで解析解からの相対誤差0.0375%

の値に収束した (Fig. 3)． 

3.3 計算グラフ 
　自動微分には，順行と逆行とがある（Iri 1984, 

1991, Baydin 2018, Margossian 2019）．式(6)の  や式
(14)の  の積において，行列ベクトル積を右
に結びつけた走査を順行（forward mode）呼び，式(5)

に対応する．逆行（reverse mode）は左に結びつけた
もので，随伴方程式(7)あるいは(15)に対応する． 

　計算の過程は計算グラフで表すことができる．これ
を用いて，一組の順行と逆行走査により自動微分によ
り勾配が計算されることを示す． 
　Fig. 4は，式(20)に示したLorenz (1963)の の右辺第
一項の計算グラフである．円で示される節には変数を
格納する葉と計算を表す節とがあり，葉と節をつなぐ
枝はデータの流れを示す．葉には， で表される変数

に加えて随伴変数 を用意する．順行では，節に向
かって入力データを送り，計算（ ）する
とともに，枝で表される関係について微分（
及び ）を計算する．逆行では，グラフを逆に
辿る．まず随伴変数 に初期化し，順行と逆向き
に随伴を伝播させながら，連鎖律により随伴変数の値
を求める．付録のFig. A1にLorenz (1963)モデルの三つ
の方程式の計算グラフを示す． 
　計算グラフによる自動微分は，第2.1節に述べた順
行と随伴の計算そのものであり，第2.2節に示した
コードの各行から随伴モデルを構築する方法を機械的
に行うものである． 

3.4 自動微分パッケージ 
　自動微分の機能を含むパッケージは多数あり，
https://www.autodiff.org/にまとめられている．そのうち
のいくつかをTbl. 1に示す． 

　伝統的なツールはソース翻訳によるものである
（ADIFOR, Tapenade, Adept）．生成されたコードは，

hopt = 2
u f (x)
f ′ ′ (x)

1/2

u

u ≈ 1.11 × 10−16, u ≈ 1.05 × 10−8

hopt ≈ 1.25 × 10−7

h = 1 × 10−7

An

∂xn+1/∂xn

·Z

v

a
v3 = v1v2 = Z

∂v3 /∂v1
∂v2 /∂v1

a3 = 1

Fig. 4 Computation graph for a nonlinear term  
that appears in the tendency of  of the Lorenz 
(1963) model. See Fig. A1 for the whole 
computational graphs for the three prognostic 
equations. Arrows represent the back propagation.

X Y·Z

package language feature reference

ADIFOR Fortran source-to-source Bischof et al. (1996)

Tapenade C++ source-to-source Hascoet and Pascual (2013)

Stan Math C++ operator overloading Carpenter et al. (2015)

Adept C++ operator overloading Hogan et al. (2017)

CoDiPack C++ expression template Sagebaum et al. (2018)

PyTorch (libtorch) Python (C++) eager execution Paszke et al. (2017)

JAX Python XLA compiler Frostig et al. (2018)

Enzyme LLVM IR optimization of IR Moses et al. (2020)

Tbl. 1 Selected list of packages for automatic differentiation.
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人間が確認する必要があることが多いが，コンパイル
して実行できるので，速度やメモリ使用量の点で有利
である．Adeptは大気海洋の研究者が作成して公開し
ているものである．次に登場したのは，演算子の多重
定義やC++の言語機能を活用したものである．Stan 

Mathはベイズデータ解析用の言語のための数学ライブ
ラリである．CoDiPackは並列計算が可能であり，
ヘッダのみで構成されている．Baumgartner et al. 

(2019)は，欧州中期予報センター（ECMWF: European 

Centre for Medium-range Weather Forecasts）の全球予報
システム（IFS: Integrated Forecast System）の雲スキー
ムの勾配計算にCoDiPackを用いた． 

　PyTorchは機械学習で人気のあるライブラリの一つ
で，柔軟で使いやすいことで知られている．基本的な
機能はlibtorchとしてC++で実装されており，Rのイン
ターフェースもある．JAXは高性能計算を目的とした
Pythonライブラリである．スペクトル力学コアと機械
学習とのハイブリッド大気大循環モデル（Kochkov et 

al. 2024）はJAXで記述されている． 

　Enzyme（Moses et al. 2020）は，コンパイラのプラ
グインで中間言語（IR: intermediate representation）の
勾配を生成する．C/C++だけでなくFortranを含む様々
な言語に適用可能で，コンパイルにより高速であるこ
とを特長としている． 

4. 自動微分の適用例 

　この節では，非線型モデル（Lorenz 1963）と不連続
モデル（Zhang et al. 2000）に対する4次元変分法デー
タ同化に自動微分を適用した例について示す． 

4.1 非線型モデル 
　Lorenz (1963)のモデルを用いて，自動微分の検証を
行う．時間ステップの幅は0.01は数は200，誤差を考
慮しない観測が60, 120, 180ステップ目に得られるもの
とする（Huang and Yang 1996）． 

　Tbl. 2に初期状態及びパラメタを同時を推定した結
果を示す．基準とする随伴モデルを用いた場合でも，
最適化手法やそれらのパラメタにより反復回数や誤差
は異なる（Nash 2020）． 

　自動微分により求めた勾配計算には，torch for Rと
CodiPackを用いた．torch for Rの自動微分を勾配計算
に，L-BFGSを最適化に用いた場合は随伴モデルとR組
込のBFGSと同程度の精度であるが，この実験設定で
は強ウルフ条件（Nocedal and Wright 2006）を課す必
要がある．勾配をCodiPackで計算し，最適化にnvmを
用いた場合は，随伴を用いた場合と同様に機械精度で
厳密に推定できている．この結果は，自動微分は勾配
を正確に推定しており，推定の精度には最適化が重要
であることを示唆している． 
　次にパラメタは正しい値に固定し，初期状態を推定
する問題を解く．JAXで書いた順行モデルに対する自
動微分を適用した結果は，随伴モデルを用いた結果
（Huang and Yang 1996）を再現できる（Fig. 5）．い
くつかのハードウェアで簡単なベンチマークを行った
（Tbl. 3）．パソコンでは随伴モデルが桁違いに速い
が，JAXもJust In Time compilation (JIT) により57倍高
速化される．JAXはGPUやTPUを用いるとJITの効果が
さらに大きく，T4では5350倍，A100では498倍，v6e1 

TPUでは1228倍高速化され，T4とA100では随伴モデ
ルの実行時間を大きく下回った．一方TPUでは随伴モ
デルの方が J I Tあり J A Xよりも速い．M a cでは，
EnzymeはJITありJAXの5054倍速い．単一スレッドだ
が，コンパイルの効果は大きい． 

4.2 不連続モデル 
　自動微分が不連続なモデルにも適用できるか確認す
る．ここでは，閾値において時間変化が異なるモデル
（Zhang et al. 2000）を用いる． 

 (26) 

このモデルを時間離散化すると 

f (x) =
∂x
∂t

= {f1(x) = 2x − 2 x < 1
f2(x) = x − 4 x ≥ 1

gradient optimization n r σ β X Y Z

truth 32 10 2.667 1 3 5

first guess 30 11 2 1.1 3.3 5.5

estimate

hand-coded adjoint nvm 365 32 10 2.667 1 3 5

hand-coded adjoint BFGS 39 32.00 10.00 2.667 1.235 2.702 4.975

torch for R L-BFGS 62 32 10.00 2.667 0.8989 3.128 5.012

CodiPack nvm 358 32 10 2.667 1 3 5

Tbl. 2 Variational initial state and parameter estimation of the Lorenz (1963) model.  refers to the 
number of iterations.

n
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gradient Hardware time

hand-coded adjoint

M1 MacBook Pro 2021 32GB

92.5 ms

JAX without JIT 263 s

JAX with JIT 4.64 s

Enzyme AD
918 µs

AMD Ryzen 5 5600G 32GB 279 µs

hand-coded adjoint

Colab T4

1.09 s

JAX without JIT 626 s

JAX with JIT 117 ms

hand-coded adjoint

Colab A100

641 ms

JAX without JIT 319 s

JAX with JIT 44.8 ms

hand-coded adjoint

Colab v6e1 TPU

162 ms

JAX without JIT 199 s

JAX with JIT 258 ms

Tbl. 3 Benchmark for the initial state estimation with %timeit. 

Fig. 5 Variational assimilation of the observations at  (step 60, 120, 180) using 
gradients with automatic differentiation in JAX. Cycles a) 1, b) 2, c) 3, d) 5, e) 10, and f) 30 are 
shown. Blue, orange, green, grey dotted  curves represent  and true values. Plus marks are 
observations.

t = 0.6, 1.2, 1.8

X , Y, Z

a) b) c)

d) e) f)
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 (27) 

同化窓は時間ステップ4つ分 

 (28) 

とし，目的函数は二乗量とする． 

 (29) 

目的函数の初期時刻における勾配は次のように表され
る． 

 (30) 

　勾配の計算にはtorch for Rの自動微分，最適化には
L-BFGSを用いた．目的函数はモデルの不連続の影響
で鋸型となっており，最小値0.5の他に複数の極小が
存在する（Fig. 6）． から（a, b）では線型
探索による差異は見られないが， は線型探索
なしでは4ステップ目以降1.797で停滞する． 

xn+1 = xn + f (x)Δt

tR = t0 + 4Δt , Δt = 0.1

J1(x0) = x2(tR)

∇J1(x0) =
∂x2(tR)

∂x0
= 2x (tR)

x (tR)
∂x0

= x (tR)
∂x4
∂x3

∂x3
∂x2

∂x2
∂x1

∂x1
∂x0

= x (tR)
3

∏
i=0

1 + Δt
∂f
∂x

xi

x0 = 2, 2.29

x0 = 2.8
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x
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Fig. 6 Minimization of the discontinuous cost function from different first guesses: a) , 
b) , c, d)  without (a-c) and with (d) the strong Wolfe line search.

x0 = 2
x0 = 2.29 x0 = 2.8

a) b)

c) d)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5

no restart
no line search 300 300 300 299 300 298 300 300 299 300 299

strong Wolfe 300 300 300 293 299 275 283 280 273 274 266

restart
no line search 300 300 300 300 300 300 300 300 299 300 300

strong Wolfe 300 300 300 300 300 300 300 300 300 298 290

δ x

Tbl. 4 The number of successful convergence to the global minimum at 0.5 from  varied between 0.01 and 3.x0
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　次に閾値での跳びに対する依存性について調べた． 

 (31) 

として　  を0.5から3.0まで0.5刻み、3.0から3.5まで
0.1刻み， を0.01から3まで0.01刻みに変化させた
（Tbl. 4）．線型探索ありよりもなしの方が最小解に
収束しない回数が少ない．線型探索なしの場合は跳び
に対する依存性がほとんど見られないが，線型探索あ
りの場合は跳びが大きいほど収束しなくなる．最急降
下方向から最適化をやり直すリスタートを最大10回許
容すると，線型探索した場合でもより広い範囲で正し
い値に収束するようになる．リスタートにより，停滞
が打ち破られるためであると考えられる．いずれにし
ても，自動微分による勾配の計算は不連続なモデルに
も適用できるが，収束は最適化手法に依存する． 

5. まとめと今後の展望 

　本稿では，随伴を導入し，ラグランジュの未定乗数
法による随伴モデルの構築方法について述べた．ま
た，複素ステップ微分や自動微分の原理について紹介
し，非線型モデルや不連続モデルの4次元変分法デー
タ同化に適用した例を示した． 
　ラグランジュの未定乗数法に基づく導出は，冗長に
なるが順行モデルのコードから機械的に生成が可能で
計算グラフを用いる自動微分と類似している．明確な
ルールがあるため，大規模言語モデル（いわゆる生成
AI）に指示して自動化することも可能であろう（亀
ら 2025）． 

　複素ステップ微分は自由度の少ない系の接線型モデ
ルに限られるものの，機械精度で正確な微分が求めら
れるため，検証に有用である． 
　自動微分は随伴よりもオーバーヘッドが大きいこと
が多いが，GPUやTPUを利用してJITを使うことによ
り実用的速度が得られ，随伴を上回る性能が得られる
場合もある．Enzymeは群を抜いて実行時間が短い．
Fortranからの利用や，並列化への対応（Moses et al. 

2022）が成熟し，モデルの勾配計算が容易かつ高速に
行えるようになることが期待される． 
　自動微分をうまく活用すれば，高次元のモデルでも
随伴モデルを構築することなく，変分法データ同化や
ネットワークの学習ができる．現在，JAXで書かれた
準地衡流モデル（榎本・中下 2022）や大気大循環モ
デル（Kochkov et al. 2024）に自動微分を適用して，
データ同化や感度解析を試みている．自動微分は随伴
作成の負担軽減のために簡略化した部分も含めること
ができるため，より順行モデルに忠実な随伴であると
考えられる．モデルの誤差発展における各過程の寄与
を定量化し，現象のメカニズムと予測可能性の理解に

つながることが期待される． 
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付録 A Lorenz (1963)モデルの計算グラフ

a)

b)

c)

Fig. A1 As in Fig. 4 but for the computational graphs for the three equations of Lorenz (1963) model. 
Panels a), b), and c) corresponds to , , and , respectively.　Adjoints for parameters can be omitted 
for state-only estimation and are coloured in grey.
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