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Synopsis 

For a building with a passive control system, an inverse problem is formulated based on the 

pole allocation method in control theories. The structural system is simplified as a 3DOF 

damped lumped-mass shear model. The model can express an earthquake resistant structure, a 

base-isolated structure, an interstory-isolated structure, or a structure with a tuned mass damper 

or viscous dampers by changing its parameters adequately. The natural frequencies and the 

corresponding damping ratios in three vibration modes are set as the initial control target for 

performance-based design. The introduced closed-form expression explains how model 

parameters are related to the control target, and the mathematical expression generally proves 

the trade-off relationship in passive control effect. The relationship is extended to an MDOF 

damped-mass shear model. The numerical examples indicate that the pole allocation has 

arbitrariness in selecting a solution and a limited solution can be applied to the actual building. 
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1. はじめに

本論文は，3質点3自由度系せん断振動型モデル

（3DOFモデルと略す）に極配置法を適用して，建物

のパッシブ振動制御を共通に支配している基本式を

導いている．同様の基本式は，すでに中間層免震の

やや複雑な動特性を理解する目的で導かれ（Ikeda, 

2021），その後に基礎免震と同調型マスダンパ（Tuned 

Mass Damper，TMDと略す）による振動制御を理解

するためにも導かれた（池田，2021；松本・池田，

2021；松本・池田，2022）．基礎免震と中間層免震

では，免震層のみに減衰があるモデルが用いられ，

TMDではマスダンパのみに減衰があるモデルが用い

られた．これまでの研究では，制御方式ごとに減衰

の位置が異なるモデルが設定されており，基本式は

モデルごとに個別に誘導されていた．基礎免震と

TMDでは，3DOFモデルだけではなく，建物をSDOF

モデルにした2DOFモデルにも極配置法が適用され

た．その結果，モデルが2DOF系か3DOF系かに関係

なく，同様の基本式が成立することも確認された．

得られた基本式は，振動モードに対応する極を指定

すると，解析モデルを表現するパラメータの値が自

動的に制約されることを意味していた．特に中間層

免震では，免震層を挟む上下部分構造物の振動低減

効果にトレードオフ関係があることを表現していた． 

本論文では，モデルの一般性を高めるために，す

べての質点間に剛性と減衰を並列に配置した3DOF

モデルを扱っており，耐震構造や層間ダンパを含め
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たパッシブ振動制御でも共通の基本式が成り立つこ

とを証明している．さらに，モデルを多質点多自由

度系（MDOFモデルと略す）に拡張しても，2DOFと

3DOFのモデルで得られたトレードオフ関係式が存

在することを示している．新たに層間ダンパの効果

が考察できるようになったことから，数値解析例で

はその動特性の解明に焦点を絞っている．極配置法

では数学的に得られる解に任意性があり，複数の解

のうち実建物に適用できる解は限られていることも

明らかにしている． 

建物の構造設計で志向されている性能規定型設計

には，中小地震時の弾性応答の制御だけではなく，

大地震時の弾塑性応答の制御も含まれる．例えば，

第一世代の性能規定型耐震設計法である2000年に発

表されたFEMA 356は，建物の標準的性能を無被害，

即時居住，人命保護および倒壊防止の4つのレベルに

設定し，それらを建物損傷と相関性が高い最大変形

角に関係付けている（FEMA 356，2000）．建物の振

動制御技術に対しては，大地震を受けても建物本体

の応答を線形範囲内にできるだけ収めて，大地震後

の建物補修を最小限にしたい期待がある（和田ほか，

1998；Connor et al., 1997）．性能規定型設計がさら

に普及しても，制御系を設計する最初の段階で，建

物応答を線形範囲内に収めようとする制御は検討さ

れ続けるであろう． 

等価線形化モデルは，耐震建物の非線形振動を理

解し易くするために有用である（Caughey，1960；

Caughey 1963）．現在実施されている構造設計でも，

応答振幅に応じた等価な固有周期と減衰を考える場

合は多い．免震やパッシブ制御された建物の基本特

性の理解にも，等価線形的な考え方が受け入れられ

ている．免震装置の設計では，積層ゴムのせん断歪

に応じた等価固有周期や等価減衰を理解することは

重要であり（Kelly, 1997），変位依存の性質を示す

履歴型ダンパの設計でも，非線形履歴によるエネル

ギ吸収を等価減衰として評価する考え方が見られる

（Soong and Dargush, 1997）．地震時の振動記録から，

耐震・免震・制震の建物の動的挙動を簡易に把握す

る際にも，等価線形的に評価した固有周期とモード

減衰の時間変動はよく利用されている（Loh and Lin, 

1996；Ikeda, 2009；Ikeda, 2016；Fujino et al., 2019）．

固有振動数やモード減衰比といったモード特性を目

標に指定する極配置法は，特に等価線形系として建

物の動特性を制御しようとする際に，性能規定型設

計と整合が高いと考えられる． 

極配置法は，はじめに振動系で制御したい極を制

御が漸近的に安定するような複素平面上の領域に指

定し，次に指定した極を実現するための線形フィー

ドバック制御則を得る方法である（Wonham, 1967；

Meirovitch, 1990）．極配置法は現代制御理論の一つ

であり，建物のアクティブ制御でフィードバック制

御則を得る手段として，研究の黎明期にすでに紹介

されていた（Leiphiolz and Abdel-Rohman, 1986）．こ

れまで極配置法に関する研究では，主にフィードバ

ックゲインを得ることに関心が払われており，その

結果，アクティブ・セミアクティブ制御に利用する

ことを前提とした研究が多い． 

並進とねじれ回転の2方向の振動を単一の制御力

で同時に低減するアクティブ制御法の極配置法に基

づく検討では，同じ極を設定しても，制御力を作用

させる位置によって応答低減効果が異なることが明

らかにされている（池田・小堀，1994）．アクティ

ブマスダンパのストローク制約条件を考慮するため

に，極配置法に基づいて可変ゲインを誘導した研究

では，実大鋼構造架構を用いて制御法の有効性が実

験的にも検証されている（山本・鈴木，1998）．非

共振現象を利用したアクティブ制御の提案では，構

造物に入力する地震の周波数分析結果に基づいて，

極 を 再 配 置 す る 考 え 方 が 述 べ ら れ て い る

（Pnevmatikos and Gantes, 2007）．極配置法の適用は，

MRダンパやオイルダンパの利用を想定したセミア

クティブ制御の検討でも見られる（Pnevmatikos，

2017）．構造物の共振現象を捉えながら，目標とす

る等価モード減衰を得て，高次モードの励起を抑え

る制御を，極配置法で提案している研究もある（Basu 

and Nielsen，2011）．この研究も共振・非共振現象

を利用している． 

極配置法は，系の固有振動数と減衰比を指定して

振動制御する方法であるから，アクティブ・アクテ

ィブ制御だけではなく，パッシブ制御にも適用性が

あると考えられる．粘性流体を利用したパッシブ制

御を対応するアクティブ制御に近いように設計する

検討では，建物の層剛性を低下させる制御に極配置

法を取り入れている（Ahmadizadeh and Zare，2012；

Zare and Ahmadizadeh，2014）．しかしながら，極配

置法を建物のパッシブ制御に利用した研究はほとん

どないようである． 

極配置法を多制御入力の系に適用すると，フィー

ドバックゲインが一意に定まらないという問題が生

じる（Wonham，1967；Wonham，1979）．そのため，

拘束条件を加えて解を絞り込む提案がされている．

フィードバックゲインが大きいと制御入力も大きく

なるため，ゲインが過度に大きくならないように解

を選択する方法が提案されている（依田，小山，三

浦，1975）．この任意性は，極配置法をパッシブ制

御に適用した場合には，モデルを表現するパラメー

タが一意に定まらないという現象として現れる．建

物への適用を想定すると，実現可能な解は限られて
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いることに対応する． 

これまで極配置法は，多入力多出力系のフィード

バック制御を前提に理論展開され，一般性と汎用性

を追求してきた．その結果，解を得ることが数値解

析に依存し，制御対象構造物に固有の基本的性質が

見え難いという問題が残っている．本論文の数値解

析では，建物モデルを質点間に剛性と減衰を並列に

配置した1本棒の3DOFモデルに限定し，極配置法の

基本式を閉じた形で誘導して，従来の研究で見えな

かった解の適用範囲を明らかにしている（Ikeda and 

Matsumoto, 2022）．閉じた解はパッシブ振動制御を

共通に支配している基本式の存在も明らかにしてい

る． 

 続く第2章では，一般性が高い3DOFモデルを用い

て極配置法の基本式を誘導し，それが耐震建物，基

礎免震や中間層免震の建物，さらにはTMDや層間ダ

ンパによる振動制御建物の動特性を統一的に表現す

ることを示す．モデルをMDOF系に拡張しても，

2DOFと3DOFのモデルで得られた統一表現が存在す

ることを，第3章で証明している． 

第4章では，質点の質量を仮定して，非減衰固有値

問題と極配置を扱うことで，指定した極に対応する

各層の剛性を，減衰とは独立に求めることができる

ことを示す．この方法では，はじめに層剛性に対応

するように定義した固有円振動数が得られ，その後

に減衰係数に対応する減衰比が得られる． 

第5章では，新たに考察できるようになった層間ダ

ンパによるパッシブ振動制御に焦点を当て，その基

本特性を明らかにする．3質点の質量を仮定しても，

ある一組の極指定の下で複数の解が数学的に存在す

ることを最初に示す．そして，実建物に適用できる

解は限られ，その存在領域が狭いことを明らかにす

る．目標とする3モードの極を指定すると，建物の剛

性と減衰が制約を受け，3層のパラメータ値にトレー

ドオフ関係が生じることを示す． 

 

2．極配置法の３質点系建物モデルへの適用 
 

質点間に剛性と減衰を並列に配置した3DOFモデ

ルを考える（Fig.1）．このモデルは，剛性と減衰を

調整することによって，耐震構造だけではなく，基

礎免震，中間層免震さらにはパッシブ振動制御を，

線形仮定の下で簡易に表現することができる．最下

層の剛性を他の2層に比較してかなり低くし，その減

衰を大きくすれば，基礎免震建物となる．同様の操

作を中間層で行えば中間層免震建物となる．最上質

点を重錘，最上層の剛性をばね，最上層の減衰をダ

ンパと考えて，ばねとダンパを下2質点の振動エネル

ギを吸収するように設定すれば，パッシブ振動制御

に分類されるTMDを屋上階に設置した建物にもなる．

3つの減衰をダンパと考えれば，層間ダンパを取り付

けたパッシブ制御建物となる． 

前報（池田，2021；松本・池田，2021；松本・池

田，2022）では，最下層だけに減衰があるモデルを

基礎免震，中間層だけに減衰があるモデルを中間層

免震，最上層だけに減衰があるモデルをTMDによる

制振として，各モデルに対して極配置法を適用した．

ここでは，全層に減衰を考慮することで，すでに報

告した3つのモデルを一つに統合するだけではなく，

層間ダンパも表現して一般性が高い極配置法を展開

している． 

 

2.1 運動方程式と状態方程式 

 

 
Fig.1 3DOF model for pole allocation 

 

Fig.1に示すモデルが地震を受ける際の運動方程式 

を下式で表現する． 
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ここに， 

Um  ：最上質点の質量 

Im  ：中間質点の質量 

Dm  ：最下質点の質量 

Uk  ：最上層のせん断剛性 

Ik  ：中間層のせん断剛性 

Dk  ：最下層のせん断剛性 

Uc  ：最上層の減衰係数 

Ic  ：中間層の減衰係数 
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Dc  ：最下層の減衰係数 

Ux  ：最上質点の固定端に対する相対変位 

Ix  ：中間質点の固定端に対する相対変位 

Dx  ：最下質点の固定端に対する相対変位 

0y  ：地動入力加速度 

 

運動方程式(1)を書き直す目的で，以下のパラメー

タを導入する． 

U  ：最上層単独の固有円振動数 

I  ：最上層を剛体に仮定した際の中間層の固有

円振動数 

D  ：上 2 層を剛体に仮定した際の最下層の固有

円振動数 

Uh  ：最上層の減衰比 

Ih  ：最上層を剛体に仮定した際の中間層の減衰

比 

Dh  ：上 2 層を剛体に仮定した際の最下層の減衰

比 

U  ：中間質点に対する最上質点の質量比 

D  ：最下質点に対する他質点の質量和の比 

 

上記のパラメータと式(1)内のパラメータの関係は， 
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となる．これらを使って運動方程式(1)を書き直すと， 
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となり，対応する6次元の状態方程式は， 
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で表現される． 

 

2.2 特性方程式 

状態方程式(7)の右辺第1項にあるシステム行列か

ら，極（記号s）を求める特性方程式(8)が得られる． 
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ここで，式(9)のように 6 次正方行列を A とおき，そ

れを 4 つの 3 次正方行列に分割すると，行列式に関

する公式(10)が利用できる． 
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とおくと，式(8)は下式として整理できる． 
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2.3 指定する極による特性方程式 

解析モデルは 3 つ振動モードをもつ．そこで，i

次モードの固有円振動数とモード減衰比をそれぞれ

i と ih とおくと，対応する特性方程式は 
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である．上式を整理すると s に関する 6 次式を得る． 
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2.4 極配置問題 

系の特性方程式(15)を目標とする特性方程式(17)

に一致させる条件は， 
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の 6 式である．前報（池田，2021；松本・池田，2022）

の極配置法で扱った解析モデルは，基礎免震では

0 IU hh ，中間層免震では 0 DU hh ，TMD によ

る制振では 0 DI hh とおくと得られる．ただし，

未定パラメータは U ， I ， D ， Uh ， Ih ， Dh ，

U および D の 8 つであるから，これらを一意に決

定することはできない． 

式(22)と式(23)からは，重要な関係式 
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が得られる．前報で基礎免震，中間層免震または

TMD による制振を扱った際には，対応する各モデル

で制御装置を設置した 1 つの層だけに減衰があるた
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めに，左辺は 1 つの項だけで構成されていた．本報

では，すべての層が減衰をもつため左辺に 3 つの項

が現れる．3 つの極を指定すると上式の右辺の値が

決まるから，極配置はその制約下で各層の固有振動

数と減衰をどう割り振るかという問題になる．した

がって，式(24)は，各層の動特性を表現するパラメ

ータの間のトレードオフ関係を，前報と同様に表現

している． 

 

2.5 式(24)がパラメータの定義に依存しない

ことの証明 

前節で誘導された極配置では， I と D を対象と

する層よりも上の層を剛体に仮定した固有円振動数

として定義し， Ih と Dh をそれらに対応する減衰比と

して定義した．本節では，3 組の固有振動数と減衰

比を，1 つの層だけを取り出した際のパラメータで

定義しても，式(24)の関係が維持されることを証明

する． 

新たなパラメータを次式のように定義する． 
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これらの 2.1 節で定義したパラメータとの関係は， 
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式(27)～(30)を式(24)に代入すると， 
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したがって，トレードオフ関係式(24)は固有円振動

数と減衰比の定義には依存せず，普遍性を有する． 

 

2.6 2.5 節のパラメータによる書き換え 

 式(27)～(30)で定義したパラメータで極配置の条

件式(18)～(23)を書き換えると， 
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ここに， 
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後の数値解析では層間ダンパを配置した問題を新

たに扱うため，上記の 6 式を基本式とする． 
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3．多質点系建物モデルへの拡張 
 

3DOF モデルで得た統一式(31)を，MDOF モデル

に拡張する．対応する解析モデルは Fig.1 で質点数を

n に増やし，質点および層の剛性と減衰の番号は，

固定端から最上階に向かって 1 から振ることとする．

例えば，最下質点と最上質点の質量はそれぞれ 1m と

nm ，最上層の剛性と減衰係数はそれぞれ nk と nc な

る． 

 

3.1 運動方程式と状態方程式 

ix を質点 i の固定端からの変位とおくと，MDOF

系の運動方程式は次式になる． 
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  (39) 
 

ここで，i 層だけを取り出した際の固有円振動数 *i
と減衰比 *ih ，および質量比 *i を以下で定義する． 
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これらの記号を用いて，式(39)を書き換える． 
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  (42) 

 

対応する状態方程式は式(43)となる． 
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上式に対応する特性方程式は， 
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  (44) 

 

である．ここで，2.2 節と同様に分割行列を用いて行

列式を表現すると，式(44)は次式となる． 

 















0

0

22

2

0

00

00

20

222

22

2
*2

2
*1*1*2*2*1*1*1

2

2
*1*1*1

2
*1*1*1*1*1

2
*1

2
***1*1***

22
*****

2
***

2
***

2

















nnnnnnnn

nnn

nnnnn

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnn

shshs

sh

sh

shshssh

shshs









0

222

222

00

00

00

2
*1

2
*2*2*1*1*2*2*2

22
*2*2*2*2*2

2
*2*2*2

2
*2

2
*3*3*2*2*3*3*3

2








shshssh

shshshs



 

 (45) 
 
これまでの統一式の誘導から，s に関係しない定数項

と s に関する 1 次の項だけで，同様の式が得られる

と推測される．s の 0 次と 1 次の項だけを得る目的

ならば，上式で s の 2 次以上の項は無視することが

できる． 
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 (46) 

 

行列式のある行に他行の定数倍を加えても，行列式

の値は変わらない．第 1 行に n を掛けて第 2 行に加

えると，2 行 1 列の要素がゼロになり，計算し易く

なる． 
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 (47) 

 

次に，第 2 行に 1n を掛けて第 3 行に加えると，3

行 2 列の要素がゼロになる． 
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 (48) 

 

同様の作業を繰り返すと行列は上三角行列になるた

め，行列式は対角成分の積で表現できる． 
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最終的に，行列式は式(49)になる． 
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上式で s に関係しない項は式(51), s に関する 1 次の

項は式(52)となる． 
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3.2 指定する極による特性方程式 

 解析モデルは n 個の振動モードをもつ．i 次モード

の固有円振動数とモード減衰比を，第 2 章と同様に

それぞれ i と ih とおくと，対応する特性方程式は次

式である． 
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3.1 節と同様に，特性方程式(53)で定数項と s に関す

る 1 次の項は、それぞれ式(54)と式(55)である． 
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3.3 統一式 

極配置法では，式(51)と式(54)が等しく，式(52)

と式(55)が等しくなるから， 
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式(57)に式(56)を代入すると，式(24)を n 質点 n 自

由度系に拡張した 
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が得られる． 
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4．数値解析法 
 

第 2 章で示した建物モデルで質量（ Um ， Im およ

び Dm ）が与えられて，極配置によって各層の剛性

（ Uk ， Ik および Dk ）と減衰（ Uc ， Ic および Dc ）を

決める問題を想定する．この場合，質量比は未知パ

ラメータでなくなるため，未知数は 6 つとなる． 

式(32)～(37)は未知数の 1 次式ではないため，質

量が与えらえても複雑である．そこで，実用的な減

衰値の範囲では，減衰が固有振動数に与える影響は

小さいことから， 

 

 0321  hhh  (59) 

 

として，まず目標とする減衰比を無視する．さらに

建物の減衰比 Uh ， *Ih または *Dh の積も小さい値とし

て無視すると，式(32)，式(34)および式(36)を考え

る必要がなくなり，式(33)，式(35)および式(37)は

次のように簡略化される． 
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ここで，b と c は，1 次固有円振動数に対する 2 次と

3 次の固有円振動数の比である． 
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を導入すると，無次元量に関する 
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が得られる． Uf ， *If および *Df は，それぞれ固有

円振動数 U ， *I および *D に対応する固有振動数

である． 

 次に，式(32)，式(34)および式(36)で減衰比の積

を無視すると，3 つの減衰比に関する線形連立方程

式 
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 (68) 
 
が導かれ，固有円振動数を求めた後に減衰比を得る

ことができる．このように非減衰固有値問題として

固有円振動数を求めれば，6 元連立方程式を固有円

振動数に関する 3 元連立方程式と減衰比に関する 3

元連立方程式に分離できる利点がある． 

連立方程式(65)～(67)を数値的に解く一つの簡単

な方法を示す．式(65)を移項して z に関して 
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として解き，これを式(66)に代入する． 
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また，式(69)を式(67)に代入する． 
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そして，次の手順で解く． 

1) 1 次固有円振動数 1 および係数 b と c を決める． 

2) x の検索範囲を決めて，Δx ずつ値を変化させる． 

3) 仮定した xを用いて，式(71)の yの値を求める． 

4) 式(70)に y を代入して，式(70)が成立すること

を確認する．成立しない場合には 2)に戻る． 

同様に，y の検索範囲を決めて，Δy ずつ値を変化

させる方法も存在する．その場合は，式(71)の代わ

りに 
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を使う．式(71)と式(72)から，目標とする固有円振

動数とモード減衰比の 3 組を固定した際に，複数の

解があることが示唆される． 
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5．基本的性質 
 

5.1 各層単独の固有振動数 

3 質点の質量を同じにした条件（ 1U ， 2D ）

下で，振動数比 b と c を変動させ，解 x，y および z

の存在領域を調べる．Fig.2 は横軸を b，縦軸を c に

して，解の存在領域を示している．数値解析では，

振動数比 b と c を 0.01 間隔で変化させて，式(65)～

(67)を用いて解いた． 

 

 

Fig.2 Region of solution existence 

 

解が存在しない領域があり，解が存在する場合に

は 2 組ある領域（凡例：Two solution sets，灰色）が

大部分を占め，4 組ある領域（凡例：Four solution sets，

赤色）はきわめて狭い．c が 3.74 以上の場合に解が

存在する．一般に，建物の層剛性は上層ほど低くな

る傾向にある．そこで，この剛性の条件を満たす解

が少なくとも一つ存在する領域を，格子（凡例：

Gradually decreasing）で示す．3 質点の質量を同じに

しているため，この格子は層単独の固有円振動数が

上層ほど小さい解の領域になる（ zyx  ）．さらに，

無次元量 x と y が直下の層の固有振動数の 20％減以

内に収まっている領域を青色（凡例：-20% to 0% 

decreasing）で示す．この青色の領域は，剛性が極端

に上下層で変化しないことを意味し，不等式

yxy 0.18.0  と zyz 0.18.0  を満た

す領域である．黒点は重心（b = 2.635, c = 3.876）で

ある． 

Fig.2 は，目標とする極配置を満たす固有円振動数

U ， *I および *D の組み合わせが，数学的には複

数存在するが，実建物の動特性に整合する解は限ら

れていることを示している．極配置には任意性があ

ることが知られており（疋田・小山・三浦，1975； 

Wonham, 1967; Wonham, 1979），複数の解はこれに対

応している． 

Fig.2 から，b が 2.40 と 2.60 の場合，および c が

3.90 と 4.95 の場合を取り出し，各層の無次元固有振

動数（ 1/ ffx U ， 1* / ffy I および 1* / ffz D ）

を調べる． 

Fig.3 は b が 2.40 の場合で，解は c が 3.85 以上の

領域で存在する．黒色，赤色および青色の丸印は，

それぞれ最上層単独，中間層単独および最下層単独

の無次元固有振動数である．c が 3.85～4.95 の領域で

は解が 2 つあり，c が 4.96～5.00 の領域では解は 4

つある．曲線を構成する丸印は，4 つの解で色分け

されており，曲線に沿って解の番号も示している．

ただし，解の番号は同じ組であることを表現してい

るに過ぎない．例えば，黄色で塗られた印は解 3 を，

緑色で塗られた印は解 4 を示す．b をある値に固定

した場合には，同じ番号で示される 3 つの固有振動

数比が一組となる． 

解は，c が 3.85 で凸になる 3 曲線と，c が 4.96 で

凸になる 3 曲線で構成されている．c が 3.85 で凸に

なる 3 曲線で c が 3.85～4.95 の領域では，最上層と

中間層の上側の曲線が解 1，下側の曲線が解 2 とな

る一方，最下層では上側の曲線が解 2，下側の曲線

が解 1 となる．c が 4.96～5.00 の領域では，上述とは

異なる曲線が複雑な様相を示す．最上層と最下層の

無次元固有振動数比では，上側の曲線が解 1，下側

の曲線が解 3 であるが，中間層の無次元固有振動数

では，上側の曲線が解 3，下側の曲線が解 1 となる． 

 

 

Fig.3 Non-dimensional natural frequencies (b=2.40) 

― 24 ―



 
Fig.4 Non-dimensional natural frequencies (b=2.60) 

 

 
Fig.5 Non-dimensional natural frequencies (c=3.90) 

 

Fig.4 は b が 2.60 の場合で，解は c が 3.75 以上の

領域で存在している．黒色，赤色および青色の丸印

は，それぞれ最上層，中間層および最下層の無次元

固有振動数であり，Fig.3 と同様である．b が 2.60 の

場合，解は常に 2 つであり，3 曲線だけで解が示さ

れるため Fig.3 に比較して単純である． 

Fig.5 は c を 3.90 に固定した場合である，解は b が

2.34 以上の領域で存在している．解は常に 2 つであ

り，3 曲線だけで解が示される点は Fig.4 と同じで単

純である．しかし，b が大きくなると，最上層と中

間層の無次元固有振動数の大小関係が完全に逆転す

る． 

 Fig.6 は c を 4.95 に固定した場合である，解は b が

2.09 以上の領域で存在している．解が 2 つの領域と

4 つの領域がある．4 つの領域は b が 2.38～2.39 の付

近で見られ，解の曲線は S 字状である． 

 

 
Fig.6 Non-dimensional natural frequencies (c=4.95) 

 

 

(a) Solution set 1         (b) Solution set 2 

Fig.7 Modal shapes (μU = 1, μD = 2, b = 2.60, c = 3.90) 

 

Fig.7 は， 1U ， 2D ，b = 2.60，c = 3.90 の場

合に得られる 2 つの解で，非減衰固有値問題として

得られたモード形（刺激関数）を示している．この

モード形は，指定した 1 次固有振動数や仮定する質

点質量の影響を受けない．図(a)が Fig.4 と Fig.5 で解

1 に対応し，図(b)が解 2 に対応している． 

解 1 は，3 つの質点の振幅を調整して，指定した 3

つの固有振動数を得ている．一方，解 2 は最上質点

（図では質点番号 3）と中間質点（図では質点番号 2）

の振幅を調整して，まず 1・2 次モードで指定した固

有振動数を得て，次に 3 つの質点で 3 次モードの固

有振動数を得ている．この解釈は，最下質点（質点

番号 1）で 1 次と 2 次のモード振幅がほぼ同じにな

っていることから支持されるであろう．図(a)の解 1

が，Fig.2 では固有振動数が直下の層の 20％減以内の

解（凡例：-20% to 0% decreasing）に対応し，これは

剛性が極端に変化しないことを意味している．一方，

図(b)の解 2 はこの条件を満たしていない． 

 ここで，各質点の重量を 9.80665×103kN（1,000tf），

1 次固有振動数を 1.0Hz の建物を想定すると，Fig.7
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に対応する層剛性は，式(2)，式(25)および式(26)

を使って具体的に計算できる（Table 1）．表から，解

1 の剛性変化が建物として不自然ではないことが確

認できる． 

 

Table 1 Story stiffness values for case presented in Fig.7 
(Each weight: 1,000tf, 1st natural frequency: 1.0Hz) 

Story Solution 1 Solution 2 

Upper (3rd) 148,306 113,729 

Inter (2nd) 196,634 137,709 

Lower (1st) 216,939 403,943 

(Unit: kN/m) 

 

5.2 各層の減衰 

 第 2 章で導いた 6 元連立方程式は，非減衰固有値

問題として扱うことで，第 4 章で示したように固有

円振動数に関する 3 元連立方程式と減衰比に関する

3 元連立方程式に分離できた．5.1 節では，実建物の

動特性に整合する固有円振動数という観点から，極

の性質を調べた．この 5.2 節では，減衰という観点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.8 Useful and practical combinations of target 

 damping ratios (b =2.60, c =3.90) 
 

から極の性質を調べる．3DOF モデルの各層の減衰

を建物動特性に整合させるには，減衰は正の値でな

ければならない． 

Fig.8 は，b を 2.60，c を 3.90 に固定して，モード

減衰比 ih (i = 1～3)を 0.01 から 0.20 の範囲で 0.01 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.9 Damping ratios for each story (b =2.60, c =3.90, h1 =0.05, h2 =0.06 to 0.10) 

Fig.10 Damping ratios for each story (b =2.60, c =3.90, h1 =0.05, h2 =0.11 to 0.20) 
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ずつ変動させた場合に，層単独の減衰比 Uh ， *Ih お

よび *Dh が正となる ih の組み合わせを示している．

言い換えると，実建物としての解が存在する組み合

わせである．図の横軸は指定した 1 次モード減衰 1h

を，縦軸は指定した 2・3 次のモード減衰（ 2h と 3h ）

を示す．固定した b と c に対応する無次元固有振動

数（ 1/ ffx U ， 1* / ffy I ， 1* / ffz D ）は 2 組存

在し，（1.938, 2.232, 2.344）と（1.697, 1.868, 3.199）

である．前者は Fig.4 と Fig.5 では解 1 に対応し，後

者は解 2 に対応する．4.1 節から，解 1 が実建物の剛

性分布に整合すると考えられるため，ここでは解 1

に対応する減衰のみを考察する．層単独の減衰比が

すべて正になる領域は限られており， 2h と 3h が 1h

よりも高い領域が該当している．数学的に得られる

解のうち，建物で実現できる解は限られており，そ

の選択を固有振動数と減衰比の観点から行う必要が

ある． 

Fig.8から 1h が0.05の場合を取り出し，各層の減衰

比を示したものがFig.9とFig.10である．Fig.8で示さ

れるように， 2h が0.06以上の場合に限り，層の減衰

比は正になる．Fig.9は 2h が0.06から0.10の場合を，

Fig.10は 2h が0.11から0.20の場合を示している．3つ

の減衰比の合計（ Uh ＋ *Ih ＋ *Dh ）は0.25～0.37の範

囲にほぼ収まっているが，3つの減衰比の割合は 3h

によって異なっている．ある 2h に着目した場合， 3h

が大きいほど，最上層の減衰比（ Uh ：青色）と中間

層の減衰比（ *Ih ：オレンジ色）が大きくなっている．

この現象は，Fig.7の解1のモード形で説明できる．2

次モード形では最上層の層間変位が大きいことから，

2h を大きくする影響は最上層に顕著に表れる．同様

に，3次モード形では中間層の層間変位が大きいため 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.11 Damping ratios for each story (b =2.60, c =3.90,  

h1 =0.10, h2 =0.17 to 0.20) 
 

に， 3h を大きくする影響は中間層に顕著に表れる． 

Fig.11は 1h を0.10にした場合である．この場合は， 

2h が0.17以上の場合に限り，層の減衰が正になる．

ここでもFig.9とFig.10に示した傾向は見られるが， 

1h が0.10と高いために，1次モードの影響が大きく

なり，結果的に最下層の減衰が支配的になっている． 

なお，一部の層で減衰が負になる非現実的な解で

は，減衰が負でない層の減衰を大きくして，目標と

なる3つのモード減衰をすべて正にしていた． 

 最後に，トレードオフ関係を表現している式(24)

と式(31)を幾何学的に解釈する．例えば，式(31)を

固有円振動数（記号ω）から固有振動数（記号f）に

置き換えて考える．非減衰固有値問題として扱うと，

提案した極配置法では各層の固有振動数が先に計算

される．したがって，式(32)で左辺の分母と右辺の

すべての項の値は固定され，3つの層の変数が減衰比

となる．この減衰比を直交座標系で表現すれば，求

めようとする減衰比は，  
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で表現される平面上の 0Uh ， 0* Ih かつ 0* Dh の

領域を動くことになる． 

 

 
Fig.12 Damping ratio plane 

 

6．まとめ 

 

質点間に剛性と減衰を並列に配置した3DOFせん

断振動型建物モデルに極配置法を適用して，目標と

するモード特性と建物モデルの関係を明らかにした．

このモデルはパラメータを調整することによって，

耐震構造だけではなく，基礎免震，中間層免震，TMD

による制振，さらには層間に取り付けるダンパを簡

易に表現することができる． 

その成果は，次の4項目に整理される． 

1) これまでの3DOFモデルに極配置法を適用した研

究では，1つの層だけに減衰があるモデルを扱っ
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ていた．その結果，基礎免震，中間層免震および

TMDによる制振ごとに異なる解析モデルを採用

していた．本報では，全層に減衰を考慮すること

によって，すでに報告されている基礎免震，中間

層免震およびTMDによる制振を統合するだけで

はなく，層間ダンパも表現して一般性が高い極配

置法を導いた．また，統一的なトレードオフ関係

式がMDOFモデルでも存在していることを導い

た． 

2) 質量を仮定して非減衰固有値問題として扱うこ

とで，指定した極に対応する各層の剛性を減衰と

独立に求めることができる．提案手法では，はじ

めに層剛性に対応するように定義した固有円振

動数が得られ，その後に剛性に対応する減衰比が

得られる． 

3) 目標とする3つのモードの極を指定すると，建物

の質量が得られている場合には，式(24)や式(31)

によって建物の剛性と減衰が制約を受ける．極配

置は，目標の制約下で各層の剛性と減衰をどう割

り振るかという問題になり，3層のパラメータ値

の関係にトレードオフが生じる．このトレードオ

フ関係は，モデルのパラメータの定義に依存しな

い普遍性が高い式である．剛性を決めた後に減衰

が決まるため，層の減衰にトレードオフ関係が生

じるという解釈も可能である．減衰の拘束条件は，

平面の方程式で表現することができる．減衰は

2・3次モードで大きい値を目標に掲げた方が各層

で正の値を得易かった． 

4) 得られる解には任意性があり，質量を仮定しても，

同一の設計目標で複数の解が数学的に存在する．

しかし，一般に建物の層剛性が上層ほど低くなる

傾向にある点と，層の減衰が正である点を考慮す

ると，実建物に適用できる解は限られ，その存在

領域は狭い．建物の動特性に見合う実用的な解で

は，全層の剛性を調整して目標となるモード特性

を得ているが，非実用的な解は最初の2つのモー

ドを連続する2層の剛性のみを調整して得ている．  
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