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In this study, we evaluated the applicability of Physics-informed Graph Convolutional Neural Networks (PI-GCNs) 

for groundwater flow modeling. The PI-GCNs was trained to approximate the solutions of groundwater flow 

equations using a semi-supervised learning approach. A limited number of simulation results obtained from 

numerical simulation were used as labeled data for the training process. The estimation accuracy of the PI-GCN was 

evaluated by comparing its results with analytical solutions. The findings demonstrated that the PI-GCN has the 

potential to predict the solutions of groundwater flow equations accurately. Moreover, the PI-GCN outperformed 

Feedforward Neural Network-based PINN in terms of prediction accuracy. These results show the high applicability 

of PI-GCNs for groundwater flow modeling.  

 

１． はじめに 

 深層学習は解を高精度かつ高速に推論できるた

め，数値モデルのサロゲートモデルとして様々な

分野で適用性の検証が行われている．なかでも

Physics-informed Neural Networks (PINNs) は少な

い教師データで高精度な解を予測可能であり注目

を集めている．地下水流モデリングにおいても，

地下水流方程式を対象としたPINNsの適用可能性

が検討されてきた [1] ．先行研究の多くは

Feedforward Neural Network (FNN) を基礎に PINNs

を構築している．ここで，多くの深層学習手法は

PINNs に拡張可能である．深層学習手法のなかで

も，教師あり学習による  Graph Convolutional 

Neural Networks (GCNs) は数値シミュレーション

のサロゲートモデルとして高い適用可能性を示し

ている．したがって，GCNs を PINNs に拡張する

ことで，FNN を基礎とした PINNs と比べ高精度に

解を推定できる可能性がある（以降，前者を PI-

FNN，後者を PI-GCNs と略記する）．したがって，

本研究ではPI-GCNsの地下水流モデリングにおけ

る適用可能性を評価する． 

 

２． 手法 

（１）Graph Convolutional Neural Networks 

 GCNs とはグラフ構造データの学習に用いら

れる深層学習の一種である．GCN はグラフ畳み込

みを行うことでグラフのノードの特徴量を集約す

る．ここに，グラフ畳み込みは下式で表される． 

 

𝑯(𝑙+1) = 𝜎 (𝑫̂−
1
2𝑨̂𝑫̂−

1
2𝑯(𝑙)𝚯(𝑙)) (1) 

𝑨̂ = 𝑰𝑁 + 𝑨 (2) 

 

ここで，𝑯𝑙+1は(𝑙 + 1)層における隠れ状態ベクト

ル，𝜎は活性化関数，𝑫̂は次数行列，𝑨は隣接行列，

𝑰𝑁は𝑁次元単位ベクトル，𝚯は GCN の学習によっ

て更新される重みパラメータである．  

（2）Physics-informed Neural Networks 

 PINNs は損失関数に基礎方程式・初期条件・境

界条件に関する情報を組み込んだニューラルネッ

トワークである．被圧条件下での地下水流方程式

を対象とした PINNs の損失𝐿(𝜃)は下式で表される． 

 

𝐿(𝜃) = 𝜆𝐷𝑎𝑡𝑎𝐿𝐷𝑎𝑡𝑎(𝜃) + 𝜆𝑃𝐷𝐸𝐿𝑃𝐷𝐸 (𝜃) + ∑  

2

𝑖=0

𝜆𝑖𝐿𝑖(𝜃) (3) 

𝐿𝑑𝑎𝑡𝑎(𝜃) =
1

𝑁𝐷𝑎𝑡𝑎
∑  

𝑁𝐷𝑎𝑡𝑎

𝑖=1

[ℎ𝑖(𝜃) − ℎ𝐷𝑎𝑡𝑎𝑖]2 (4) 

𝐿PDE(𝜃) =
1

𝑁𝑃𝐷𝐸
∑  

𝑁𝑃𝐷𝐸

𝑖=1

[∇ ⋅ (𝑲𝑖∇ℎ𝑖(𝜃)) − 𝜇
∂ℎ𝑖(𝜃)

∂𝑡
− 𝑓𝑖]

2

(5) 

𝐿0(𝜃) =
1

𝑁0
∑  

𝑁0

𝑖=1

[ℎ𝑖(𝜃) − 𝑔0]2 (6) 

𝐿1(𝜃) =
1

𝑁1
∑  

𝑁1

𝑖=1

[ℎ𝑖(𝜃) − 𝑔1]2 (7) 



𝐿2(𝜃) =
1

𝑁2
∑  

𝑁2

𝑖=1

[𝑲𝑖∇ℎ𝑖(𝜃) ⋅ 𝑛 − 𝑔2]2 (8) 

 

 ここで，ℎ(𝜃)は深層学習モデルの出力，𝑲, 𝜇はそ

れぞれ，透水係数，比貯留係数である．また，

𝑔0 , 𝑔1 , 𝑔2 , 𝑓𝑖はそれぞれ，初期条件，定水頭境界，定

流量境界条件の値，およびソース項である．

𝐿𝑑𝑎𝑡𝑎(𝜃), 𝐿𝑃𝐷𝐸 (𝜃), 𝐿0(𝜃), 𝐿1(𝜃), 𝐿2(𝜃)はそれぞれ，教

師データ，偏微分方程式，初期条件，定水頭境界，

定流量境界の損失であり，𝜆𝐷𝑎𝑡𝑎 , 𝜆𝑃𝐷𝐸 , 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2は

それぞれの損失に対応する重みを示す． 

 

３． 結果・考察 

 PINNs の検証は Theis の解が得られる条件下で

行った．本研究では PINNs を半教師あり学習で実

装する．したがって，事前に平面 2 次元数値シミ

ュレーション実行し，これを PINNs の教師データ

として扱った．ここで，対象とする時間，空間の

範囲はそれぞれ， [0, 100000] s， [−500,500] ×

[−500,500]mとした．PINNs の推定精度評価には，

学習データに含まれない空間ポイントで Theis の

解析解と推定値を比較することで行った（図略）． 

ネットワークの構造，ハイパーパラメータの設

定について，PI-FFN の層数，および各層における

ニューロン数は先行研究を参考にそれぞれ 4 層，

40 に設定した．また，PI-GCNs のグラフ畳み込み

層は 4 層とした．また，𝜆𝐷𝑎𝑡𝑎 , 𝜆𝑃𝐷𝐸 , 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2は

PINNs の学習過程において動的に重みづけを行っ

た． 

PINNs の推定結果と解析解との比較を図 1 に示

す．図 1 から PI-FNN の推定精度は極めて低く，

学習に失敗したことが示唆された．一方で PI-

GCNs は高い精度で解の推定に成功した．したが

って，PI-GCNs は PI-FNN と比較して高い精度で

解を推定できる可能性が示された．PI-FNN による

推定精度が著しく低かった主な原因として Failure 

mode が挙げられる．Failure mode を防ぐ方策とし

て動的リサンプリングの適用や本手法の Causal 

PINNs への拡張が挙げられる[2]．また，これらの

方策は PI-GCN においても推定精度向上につなが

る可能性がある． 

 

４． まとめ 

本研究では GCNs における損失関数に地下水流

方程式，初期条件，境界条件の情報を組み込むこ

とで，PI-GCN を構築した．半教師あり学習に用い

る教師データには数値モデルによるシミュレーシ

ョン結果を用いた．結果から，PI-GCN は Feed 

Forward Neural Network を基礎とした PINNs と比

較して，高い精度で解を推定できることが分かっ

た．本研究の結果から地下水流モデリングにおけ

る PI-GCN の高い適用可能性が示された． 
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図 1 PINNs と解析解との 1:1 プロット 

 


